ctoMat’A” -FICHA N°5-  FUNCIONES-D ERIVADAS

2008 Prof. Sergio Weinberger-

1) Seaf:f(x)= | Lx six 21

2)

1-x si O<x<1
x%+2 six <0

a) Estudiar continuidad y derivabilidad de fen Oy en 1.

b) Calcular f ‘(-1) y construir la recta tangente a la grafica de f en (-1,f(-1)).
c) Graficarf.

Seaf:f(x)=] e”* six <0
L(x+1)+2 six>0

a) Estudiar continuidad de f en x=0

4 1
b) Determinar f ‘(x) y calcular : Ilm X  O* f (X) ¢es f derivable en
07?. Fundamentar.

c) Verdadero o falso? :

Vd 1 —
Sig cumple : Ilmx_,aig (X) =a D R = g derivable en a.

Si es verdadero, justificar, si es falsa corregir la hipotesis para
hacerla verdadera.

3) Se considera una funcion f cuyo grafico es :

5/2

3/2

4 13

a) Determinar sig(f(x) y sig(f ‘(x))
b) Determinar f ‘(4), llmx N 2‘f l(X) y IIrnx - 2+f I(X)

¢es fderivable en 2? ¢ y en 0 ?.Justificar.
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4) Graficar una funcién f que cumpla :

Sigf(X))+ + ++++0--- - - O-nn-- G+t Iiquoif(x) =400
-5 -3 0 %
sig(f‘(x)) ----------- 0+ +/- - - -/lZf--O+++>
-4 -3 0 1 X
’ ] f (X
Ilmx—»ioof (X) = too Ilqu_wT):—OO
] f(x) _ . B
im0 =2lim L (f(x) - 2¢) =4

f(-ay=-2 lim __f'(x)=3 lim _ _,.f'(X)=0 =2

5) EAYRG, incluyendo asintotas y derivadas de:

2_
a)f:f(x):=w sinfb)f:f(x)= =2 X*2
X -1 3X

— sinf”
2 9 i
c) f: f(x)=3/(x-1)2.x sinf* d) f:f)=2 3 et
X_
2 _ -1
e) f:f)= L2 4 sinte f) f:f(x)= X ~e*tsinf”
2x-1 (x-1)
. _ X_3 2 _
9) f.f(x)—m+L‘x +2x-3
X+4
X+3
6) EAyRGde: f:f(x)= , sin f “. Se estudiara semitangente

en -3, y se determinara un posible signo de f" (x) coherente con el
estudio hecho.

X+1
7 a) seaf:fx)= (X+1).L—
e
0 Demostrar que f * (x) = L| x+1 |
i) Calcular, aplicando la definicion de derivada, f“(a)

iii) EAyRG def
b) Verdadero o Falso?. Fundamentar.

i) silim f(x)=lim f(x) = fescontinuaen-1
X -1 X -1"

i) si g:9 (X) =3x-2 ) = g es continuay derivable en 2.
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8) Seanf:f(x)=Ll x*1] - 1
X-1

a) EAYRG de f.
Hallar ecuacion y construir , la recta tangente a la gréafica de f

en el punto (0,f (0)).
.

b) Se considera la funcion g : g (x) = f(x) six<O0

Y Ix2-1 si0<x<4

L(x-4) si x=4

)] Estudiar continuidad y derivabilidad de fen 0, 2y 4.

1)) Graficar f.
C) ¢Verdadero o Falso?. (Si V: demostrar, si F:contraejemplo)
) si h no es derivable en 2 :>/é||’m h(x)
X2
1)) si [0 y es finito el lim u(x) — u(a)
X-a X-—a = u'(a)=0

u tiene un minimo relativo en a

1) a) Seau:u(x)=L(x+1)-1

)] Graficar u y deducir su signo, calculando exactamente su raiz.
i) Demostrar ,aplicando la def. de derivada que sia > - 1, entonces
, 1
u'@)=——
a+l

b) Sea f:f(X)=(x+1.L(x+1) —2x
i) Demostrar que f tiene una raiz en el intervalo (3,4).

i) EAYRG de f. Se calculara e interpretara graficamente el
lim __+f'(x)

i) Hallar la ecuacién de la recta t, tangente a la grafica de f en
el punto (0,0). Graficar t, junto con f.

c) Demostrar que :

si n'quaw —a0R™ = [E @8)/0x0E" @8):9(x) > g@)
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2) a) Seda :f(x)= |B-x)€"3 six<3
x2-2x-3 six>3

i) Hacer el estudio analitico de f, sdlo para x< 3.

i) Graficar f en todo su dominio.
iii) Estudiar continuidad y derivabilidad de f en 3.

b) Verdadero o falso? Fundamentar.

) silim,f(x)=f@= lim =16 _ 4R

X-3

L‘g@) =a R = gconten3
X —

i)  siA(1,0)yB(0,3)|= x?+y?+x-3y=0 eslaecuacion de

1) si lim,_,
la cfa. de diametro E
iv) si ry s son rectas de ecuaciones:
rN mx+ (m-1)y + 3 =0

s) (m-1)x — my=0 = rids
mQU0

1) a)seaf :f(x)=L|x+3+2x+4

)] Demostrar, aplicando el teorema de Bolzano, que f tiene una
raizen (-2,5; -1)

i) Verificar si en el intervalo anterior hay una raiz entera.
1)) EAYRG de f.

b) Sea't la recta tangente a la grafica de f (de la parte anterior) en el
punto A(-2,0) y r la recta que cumple O(0,0)0r , rCt. r n t=9P¢

i) Hallar las ecuaciones de t y r y las coordenadas de P.
Graficar junto con f.
i) Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los

puntos O,Ay P.

c) Verdadero o Falso?. (En caso V : demostrar, en caso F: contrae))

, h(x) — h(Q
i) si IImxﬁlLl()=O = htiene max. o min relativo en 1.
X_
p V(X)— Vvi@a
ii) .Si Ilquaw=—2:> Viena.
X—a
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2) a) Se consideran las funciones : u:u(x)=2x+4 y v:v(x)=e *

Calcular, aplicando la definicion: u’(a) y v '(a).

b) i) EAy RG de g:g(x) = (2x + 4)e”
i) Estudiar continuidad , derivabilidad en —2 y en 1 y graficar :

h:h(xX)= [ 2x+ 4)€&" si X<-2
X+2 si—-2<x<l

VX +1 Si X>1

c) i) Demostrar que la ecuacion(X =X, ).(X=Xg) + (Y=VYa).(Y—Yg) =0
es de una circunferencia de diametro AB con A(XA,¥Ya)YB(Xg,YR)

i) Hallar la ecuacion de una circunferencia de diametro E con :
A(-1,2) y B(2,3).

UX) " con u derivable en a.

1) a) Sea g:g(x)=e
Demostrar, aplicando la definicién de derivada : g'@) =e"® u'@)

X—=A

1
b) Sea f:f(x)= e< -1 conA>0

i) EAdef, (sinf”), discutiendo segin A >0

i) Efectuar bosquejos gréaficos de f, discutiendo segin A >0,
escribiendo en cada caso un posible signo de f ’(x) coherente

con el estudio hecho. Se sabe que : lim,_ .f'(x) =0 A

i) Demostrar que, para A 2%, f tiene una raiz en (% Q.
Se justificara que dicha raiz es Unica en dicho intervalo.

C) Sea
h:h(x)=] f(x) six<O0

x?+1six=0
Investigar si h es derivable en 0. Justificar respuesta.

(f es la funcion de b))
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2) a) Sea f:f(x)=6TX3—6L\x+34
X

i) EAYRG de f

i) Hallar la ecuacion de la recta t, tangente al G(f) en el
punto (3,f(3)). Graficar dicha recta junto con f.

b) Verdadero o falso?. (SiV : demostrar, si F:contraejemplo)
X)—g(2
9x)=9@) _, .o
X—2
i)  Sih:hx= x3-2x?+x+2= pO(O,1) / f '(p)=0
(si se halla h ‘(x) debe aplicarse def. de derivada)

) Sigien2y ') = lim,_,

c). Se considera la sucesion: @,)/a, =1 y a,, = €a,

i) Justificar que a, >0Un0UN
1)) Demostrar que la sucesion es mondétona creciente.

Demostrar que a,, = e" OnON

1) a) i) Siendo u:u(x) =(Lx) +1, deducir que la tangente a la
gréfica de u en el punto (1,1) es la recta y=x. Graficar.

ii) .Discutir segun mdd, m=0 el signo de la funcion :
g:9(x) =(Lx) +1-mx

b) Sea f:f(x)=x(2Lx —mx) con mOO, m=0

i) Estudio Analitico de f, discutiendo segun mO, m=0.
i) Efectuar bosquejos graficos de f en cada caso discutido en i)

c) Verdadero o Falso?. (En caso V : demostrar, en caso F: contraejemplo).

. h(x) - h(L
i) si IImxﬁlLl()=0 = htiene max. o min relativo en 1.
X_
p V(X)— Vvi@a
ii) .Si Ilquau=—2:> Viena.
X—a

iii).si wes derivable en[a,b] = [kO(a,b)/ w’(c)=0
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2, oy X02
2) a) seaf f(x)=> T Xex 41
X+2

)  EAYRG de f.

i) ¢puede aplicarse el teorema de Lagrange a f en [-3,0]?
cyenl-1, —%] ? Fundamentar respuesta.

Si en alguno de los dos casos respondié afirmativamente,
completar : O P PRI, CcO(..,..)/f'(C)=.....

+
#0002 N s
(n+1)
i) Demostrar que &, ! [n=1

, n+1
i) Demostrar que a,, = LT OnON,n>1

b) Sea @,)/ &, =2, a,,=a,

1) a) Sea u:u(x)=2x*+3bx*+6x+11 bOR

)] Estudio analitico de u sin u” y efectuar bosquejos graficos,
discutiendo segun bOR.
i) Hallar b de manera de poder aplicar el teorema de Rolle a la

funcién u en el intervalo [0,1]. Hallar en este caso el valor del
correspondiente “c”.

b) Sea f :f(x)=:—§x3+3x—2+L\2x+C{

i) Demostrar que f tiene una raiz en el intervalo (0,1/3).
i) EAYRG de f, sin f ”. Se sabe que f’ tiene una raiz a [0-1,67.

Escribir un posible signo de f ” coherente con lo anterior.

c) Seagg(x)3 f(x) si x=-1 (fdefinida en b)
e +5x  six<-1

Investigar si g es derivable en —1.
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2) a) Sea f una funcidn que cumple las siguientes condiciones:
d(f)=R-{} fes continua en su dominio.

sig f(x) - - - - - O+ ++0----- [+ + + 0 + + +
_§ 0 1 2 X
2

lim, f(X) =+, lim__f(x)=-1,lim,_,.f(x) =20

Il'mxﬁmm:l, lim,_ . (f(X)—x)=0
o +
sigf'(xX)+ + ++ ++0------ - C----[ ++++ >
-1 1 2 X
f(-1)=1  lim,_,f'(X) =00, lim f'(x)=0

X-1"
sigf "(X)++0---------- O+++++ [++0--L---- >
-3 0 1 3/2 2 X

f(-3)=-1  f(3/2)=3/2

Graficar una funcién f que cumpla con todos los datos anteriores

b) Verdadero o falso? Fundamentar.

v(x) - V(@) _

a -2= Vliena.
X—d

i).si lim,
1
i) La funcion h:h(x) =e* (3x — 2) tiene asintota y=3x para X — oo

i)y si g:g(X)=+x+2,a>-2=g'(a)=

1
———— (aplicar def. de derivada)
2</a+2

a
c). Se considera la sucesion: @,)/a, =1 y a,,= ?” OnON*

) Demostrar que : a, =2"" OnON* yque a, | OnON*

Calcular lim a,
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9) Se consideran las funciones : W, / W4 (x) = ax® +3ax— 2,

fa/fa(X) =1—ax +ax, HalR
1+x°
a) Discutir el signo de w, segun allR

b) Bosquejar f,, discutiendo segun allR. ( no sera necesario determinar
ordenadas de ER ni f ”). Verificar que (0,1) O G(f) JalR.

c) Seaf,/fo(x)=_1 . Se consideran las tangentes al G(f) en cada
1+x°
uno de sus puntos. Hallar la ecuacion de la tangente con la mayor
pendiente posible. Justificar el procedimiento.

d Seag:g(x)= | fo(X) six<0 (f, definida en c)

-1
x=1. e* six>0
X
i) Estudiar continuidad y derivabilidad de g en 0.
i) Bosquejar g, sin hallar derivadas.

1) Sed :f(x)=€"(x+1) +)\(%x2 +2x) conAOR*

a) Verificar que f'(X) =(X + 2).(€* + )

b) EAYRG de fsin f'" discutiendo segin AOR*

¢ Existe algin valor de A para el cual f tenga un maximo
relativo en L(—A) 2. Justificar respuesta.

c) Demostrar que si A =—1 = f presenta una raiz en (-4,-3)
¢es unica dicha raiz en ese intervalo?. Justificar respuesta.

d) ¢Verdadero o falso?. Demostrar.
i) sigl end - g'(4)<0
i) si lim,_-h'(x)=lim__,.h'(x) = hesderivableena
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2) a) Seig:g(x)=Lu(x), siendcu/u(a)>0,uderivablecera
u'(@)

Demostrar que : g'(@) =
u@)

4

b) Sea f:f(x)=L|x?>-1+—x

) sea F:f () =Ljx? -1+
i) EAYRG de f

i) Sea g:g(x)=| f(x) si x<1
2-X silsx<2

VX =2 si x>2

¢Es posible aplicar el teorema de Rolle a g en [0,2]?

¢ yen el [1,3]?. Fundamentar respuestas.

”+2), nON
n+1

c) Sea (@,): a,=0, an+1=an+L(

Demostrar que : i) (@,)es monétona creciente
i) a,=L(n+1)UnCN

Ejercicio n°1

(A) La resistencia de una viga de seccion rectangular es proporcional al producto de la base(x) del rectangulo por
el cuadrado de su altura(y), segun
laformula: R = kx.y® (x ey encm, k es una constante que depende del material). Se cortara un cilindro de 30 cm
de didmetro para obtener una viga.

i) Hallar x e y para que la resistencia sea maxima.
i) Resolver el problema anterior si agregamos la condicion de que, por
consideraciones técnicas, debe cumplirse que : y > § .
¥
e X

X 2

Observar gue, en las condiciones del problema: y > § o 4y2 > 0Ox?
X 2

(B) Se considera la funcion : @ f(X) = e —4x +2.

i) Estudiando dominio, asintotas y derivada primera, efectuar un bosquejo grafico de f.
i) Sean: t la recta tangente a G(f) en el punto (0,3), r la asintota de f, P el punto de corte de ambas rectas, Ay
B los puntos de corte de t y r con Ox respectivamente. Calcular el area del triangulo ABP.
Graficar rectas y puntos junto a G(f).
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Ejercicio n°2

1
X
(A) Sea g/ g(x) :9_3. i) Realizar EAy RG de ¢.
X
1
ex—1
i) Bosquejar h/h(x) =g(x—1) osea h/h(x) = :
(x-1°
1
i eX~1 ox-1
i) Sea  y jy(x) = — + , hallar sg(¢(x))
-3 3
(x-1)
1
x-2e*"1 1 2
B Sea f/f(x)= +—(@2x-1
(®) (9= + o @x-Y)
2x-1
a) Demostrar que f'(x)= e+ - x>z
w(x) = X<2

b) Demostrarque f'(x)>0 Ox>2
c) Escribir sg(f'(x)).

d) 1) Realizar el EAy el bosquejo de f , sin hallar f"(x) .

2) Realizar estudio de semi-tangente en 1 .

3) Escribir un posible signo de f"(X).
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[PROBLEMAS]

1) Un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa tiene longitud “a”, gira alrededor de
uno de sus catetos generando un cono. Dimensionar el triangulo para que el

o : n
volumen del cono sea el maximo p05|ble.(Vcono=§r2h)

2) Se quiere construir una caja abierta con un rectangulo de carton, quitando
cuadrados iguales en cada esquina, doblando hacia arriba los bordes. Hallar
las dimensiones de la caja de mayor volumen que puede construirse si el
rectangulo tiene como lados 12x18cm.

3) Se quiere fabricar una lata cilindrica de 0.64 litros de capacidad sin tapa
superior. Dimensionarla de modo que su area sea minima.

4) La resistencia de una viga de seccion rectangular es proporcional al
producto de la base por el cuadrado de la altura de dicho rectangulo. (la
constante de proporcionalidad k depende del material). De un cilindro de
diametro “d” es necesario cortar una viga de maxima resistencia.¢, qué
dimensiones se debe dar a la viga?¢la razén entre las dimensiones de la
seccion dependen del material?

5) Laintensidad (en amperes) de la corriente eléctrica en un circuito esta dada
por |=100/R, Res resistencia (en ohms). Encontrar la velocidad de variacion
de | respecto a R, cuando la resistencia es de 20Q.

. _ —kt
6)Sea f . f (t) - P(l_ € ) es una funcién que han encontrado los

sociblogos para describir la difusién de una informacién a través de los medios
masivos de comunicacion. f (t) es el nUmero de personas que han escuchado
cierta informacion al transcurrir t horas. P es el nimero de integrantes de la
poblacidn estudiada, k es una constante que depende de las condiciones en
gue se difunde la noticia.(f ‘(t) describe la razén de crecimiento del nimero de
personas informadas en un instante t)

a. Calcular el nUmero de personas informadas en el momento inicial.

b. ¢qué ocurre con la informacion al transcurrir mucho tiempo?

c. Determinar k, sabiendo que la noticia de la renuncia de un
ministro es informada en los medios durante 4hs, al cabo de las
cuales se difundié al 50% de la poblacion de Montevideo.

d. Para el k hallado y con la poblacién de Montevideo (1,5 millones
aprox), EAYRG de F para los valores de t que correspondan.

e. Determinar la razon de crecimiento a las 4 horas en que se
difundié una informacién e interpretar.

7)Un camion debe recorrer 100km viajando a una velocidad constante
de v km/h (siendo 80 km/h la velocidad maxima permitida). El combustible
cuesta 5$ el litro, el consumo es de (1/40).v? litros por hora. El conductor
cobra 100$ por hora. Determinar la velocidad més econémica y el precio del
viaje. Investigar como varia la respuesta segun la cantidad de km recorridos.
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8) Se prepara una pintura agregando un aditivo en un porcentaje “x”_no
superior al 10%. El costo por m? (incluyendo pintura y aditivo) para
cubrir una superficie, viene dado por f (x) de la parte a).

i) ¢cual es el dominio de f en este caso?

i) ¢entre que valores aproximados puede variar el costo sefialado
segun el % de aditivo agregado?(recorrido de f)

i) ¢qué % del aditivo genera el menor costo?¢,cual es dicho costo?.

6—X

VX% -12x+40

9)a) Se consideran las funciones : u:u(x) = , Viv(X)=

X
VX2 +1

cuyos bosquejos graficos son:

v

Identificar el bosquejo correspondiente a cada funcion. Justificar eleccion.

< 6km > b) Se ha producido un incendio en
MAR P el bosque B. Debe transportarse agua
en helicopteros que parten de H,
2km cargan agua en un punto Py lo

llevan hasta el bosque B.
i) Hallar una expresion de d(x),
B distancia recorrida por cada
helicoptero desde H hasta B.
(HP+PB)
ii) Determinar la posicion P (hallando x) de modo que la distancia recorrida sea
minima. Calcular dicha distancia.
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