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V2 No es Racional

Investiguemos si puede existir un nimero racional x, que cumpla x*=2

Recordemos que si x es racional entonces x se puede escribir

x=L ;PEZyq€IN* conmed(p,q)=1 (p yqno tienen divisores en comun distintos de 1)
q
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entonces, si x’=2 (2) =2=>p—2=2=>p2:2.q2(*) de donde deducimos que p° es

q q
multiplo de 2 y por ende, p es multiplo de 2.

Sea entonces p =2k, con k€Z (yaque p es multiplo de 2) sustituyendo en (*) obtenemos que:
(2k)=24" que, operando se transforma en:

2k’=¢" yporlotanto ¢°> también es miltiplo de 2, por lo cual q es multiplo de 2.

Esto ultimo junto con que p es multiplo de 2 contradice nuestro punto de partida: mcd(p,q) = 1.

Por lo tanto, no puede ser (ﬁ) =2
q

Existencia de 2

Sea A=[x€R/x’<2}

Probemos que este conjunto tiene extremo superior, v que el extremo superior al cuadrado es 2.
Esto nos muestra que “el candidato ideal” para la definicion de V2 es exactamente el extremo
superior del conjunto A.

A estaincluidoen IR , A noesvacio( 1€4 )y A esta acotado superiormente (se puede
verificar que 5 por ejemplo es cota superior de A).
Por lo tanto (por axioma de Completitud) A tiene extremo superior: c= ext A4

Probemos ahora que ¢® no es menor que 2 ni puede ser ¢> mayor que 2, por lo tanto: ¢*=2

Suponemos que ¢’ < 2 :

Sea entonces:
2
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c+; con n€N . Se probara que (c+l) <2
n
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(c+i) =+ 284 L2264 L (==
n n g n o n non

Obs:

2 2c+1 2c¢+1 2 2¢+1 )

<2 o <2 e <n (tener presente que 2—c¢" >0 )
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Sabemos por Arquimedes que existe un natural n mayor que por lo tanto para ese

2—c?

natural se cumple:

1.7 2¢c+1 1,

(c+—) <c’+ <2 = | (c+—) <2

n n

Conclusién 1:
dAn€elNtal que:
c<c+ l
n = Encontramos un elemento de A mayor que el extremo superior.

2

(c+1) <25 (c+l)ed
n n

Como esto no puede pasar (pues el extremo superior es cota superior. v por lo tanto debe ser
mayor o igual que todos los elementos de A) deducimos que nuestra suposicion (¢’ < 2) no es
correcta.

Suponemos ahora que ¢’ > 2:

Sea entonces:
2

c—% con n€N . Seprobaraque (c——) >2
n

2

(c—l) 202—£+%>62—£
n n o n n

Obs:

,» 2c¢ 2 2c¢ 2c¢ )

c —7>2 e ¢ —2>7 en> — 5 (tener presente que ¢ —2>0 )

=

por lo tanto para ese

, . 2¢
Sabemos por Arquimedes que existe un natural n mayor que e

natural se cumple:
’ 2¢ 1
(c—=)>c?—"=>2 = | (¢——)>2
n n n

Conclusién 2:
dAnelNtal que:

; 1Y 1 1
(C_l) >2 = (c—;) >y’ = cm =X Vxed = (C—;) es cota superior de A.
n

2>x"V x€A
Lo cual no puede ser pues es menor que el extremo superior de A.

Asi, ¢ no puede ser mayor que 2. Junto con la conclusién 1 llegamos a que ¢*=2

Entonces podemos definir: V2=ext [x€R/x*<2}




